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HP リンク

Overview | IBM Quantum Learning

https://quantum.cloud.ibm.com/learning/en/courses/general-formulation-of-quantum-information
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量子状態を表現するための一般的な数学的表現

簡略化された定式化 一般化された定式化

量子状態の記述 量子状態ベクトル 密度行列| ۧ𝜓 𝝆

今回のテーマCourse1の内容

密度行列を導入する主な理由

・量子状態ベクトルよりも広い範囲の量子状態を表現可能。ノイズの影響を受けた量子系の状態や、量子状態がラン
ダムに選ばれる場合も含む

・無視したい他の系とエンタングルしている系の一部分の状態を記述することが可能、簡略化された量子状態の枠組み
では容易ではない

・古典的（確率的）状態も、対角成分のみを持つ密度行列として表現が可能。これにより、古典情報と量子情報を
単一の数学的枠組みで統一的に記述できる
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密度行列の表現と2つの条件

トレースが1: Tr 𝜌 = 1
*状態の確率の総和が1である

半正定値であること
Positive semidefiniteness: 𝜌 ≥ 0

密度行列の表現と例

密度行列の性質

• 考える対象の系をX、その系が取りうる古典状態集合をΣと表す
⇒次頁で補足

• 量子状態は密度行列 ρ で表される

• ρ は複素数の成分を持つ行列で、その行と列の添字は古典的
状態集合 Σ に対応づけられている

密度行列の例：

Key 
Point

Key 
Point

I-① 行列のトレース にて説明 I-② 半正定値行列 にて説明

密度行列の直感的な理解は
I-③ 密度行列の解釈 にて説明
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補足：系と古典的な状態の集合

系と古典的な状態集合の例

系 (X) 古典的な状態集合 (Σ)

1ビット (古典) Σ = 0,1

系が取りうる状態

0,1のどちらかの状態を取る

サイコロ Σ = 1,2,3,4,5,61~6のいづれかの値が出る

扇風機 Σ = 切,低,中,高切, 低, 中, 高で調節

• 考える対象の系をX、その系が取りうる古典状態をΣと表すこととする
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• すべての正方行列に対して定義される関数であり、対角成分の和である
⇒密度行列において対角成分は古典状態が出現する確率であるため、確率の和が1となることを示す

• トレースは線形関数、同じサイズの任意の2つの正方行列と、任意の2つの複素数に対して、次の等式が常に
成り立つ。

密度行列の基礎
 I. 定義

1. Introduction
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II. 量子状態ベクトルとの関係

3. まとめ

Tr(αA+βB)=αTr(A)+βTr(B)

行列のトレース

トレースとは
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また、以下も同値な定義として存在する

• 行列 が半正定値である ⇔ はエルミート行列であり、かつそのすべての固有値が負ではない実数である

補足：行列がエルミートであり、すべての固有値が非負であることを確認するのは、半正定値性を検証するた
めの計算的に簡単な方法である

• 行列 が半正定値である ⇔ と同じ添字を持つ任意の複素ベクトル に対して

が常に成り立つ

行列 が半正定値行列であるなら、ある行列M が存在し次を満たす

半正定値の定義

密度行列の基礎
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𝜌 = 𝑀†𝑀

⟨𝜓 ∣ 𝜌 ∣ 𝜓ۧ ≥ 0

半正定値行列

| ۧ𝜓

𝜌

𝜌 𝜌

𝜌 𝜌

𝜌 ≥ 0

ここで、 という表記は が半正定値であることを意味するのであり、 の各成分がすべて負にはならないと
いうことではない点は注意

𝜌 ≥ 0 𝜌 𝜌
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𝜌 = 𝑀†𝑀

半正定値行列

𝜌

𝜌 𝜌

𝜌 ≥ 0

𝜌† = 𝜌行列がエルミート行列というのは が成り立つということ

†(ダガー)は①転置と②複素共役を両方行うこと

【例】
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①転置 ②複素共役

が成り立つ𝜌† = 𝜌



Quantum Tokyo  

固有値の計算： 行列 に対して、固有値を 、単位行列を とする。固有方程式より求める
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𝜌 = 𝑀†𝑀

半正定値行列

𝜌

𝜌 𝜌

𝜌 ≥ 0

𝜌

【例】
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det 𝜌 − 𝜆𝐼 = 0

𝜆 𝐼

𝜆 =
1 ± Τ5 4

2

固有値の計算

𝜆1 ≈ 0.78 𝜆2 ≈ 0.22
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半正定値行列
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𝜌

𝜌 𝜌

𝜌 ≥ 0

⟨𝜓 ∣ 𝜌 ∣ 𝜓ۧ = ⟨𝜓 ∣ 𝑀†𝑀 ∣ 𝜓ۧ

ここで ⟨𝜓 ∣= (| ۧ𝜓 )† のため

【補足説明】
⟨𝜓 ∣ 𝜌 ∣ 𝜓ۧ ≥ 0 を説明。上の定義を利用しすると

⟨𝜓 ∣ 𝑀†𝑀 ∣ 𝜓ۧ = 𝑀 ∣ 𝜓ۧ †(𝑀 ∣ 𝜓ۧ)

⟨𝜓 ∣ 𝑀†𝑀 ∣ 𝜓ۧ = 𝑀 ∣ 𝜓ۧ 2 ≥ 0
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密度行列の直接的理解

密度行列の要素と意味合い

𝜌 =

密度行列

• 対角成分：標準基底で測定したときに各古典状態が出現する確率を示す (和は1)

• 非対角成分：行と列に対する2つの古典状態が、どの程度「量子的な重ね合わせ」に入っているか、

またそれらの間の相対位相もあらわす

密度行列が量子情報の数学的構造全体を自然に導く

Tr(𝜌) = =  ෍

𝑖

𝛼𝑖𝑖 = 1
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量子状態ベクトルとの関係

簡略化された定式化 一般化された定式化

量子状態の記述 量子状態ベクトル 密度行列| ۧ𝜓 𝝆

純粋状態における量子状態ベクトルと密度行列の関係を見ていく

ベクトル表示/行列表示

𝜌 =  | ۧ𝜓 ⟨𝜓|

純粋状態*における、量子状態ベクトルψについて密度行列は次のように表される

たとえば量子状態ベクトルが以下のような場合、密度行列は上式を用いてこのような表記となる

量子状態ベクトル 密度行列

*純粋状態: 1つの固有値が1であり、それ以外すべての固有値が0。1つの状態ベクトルでだけで完全に記述できる状態
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純粋状態*における、量子状態ベクトルψについて密度行列は次のように表される

純粋状態においては不確定性は存在せず、一つの状態ベクトル で完全に記述される、ということを意味する

また、密度行列は列ベクトルと行ベクトルの積を取るため、結果は正方行列となる

| ۧ𝜓

*純粋状態: 1つの固有値が1であり、それ以外すべての固有値が0。1つの状態ベクトルでだけで完全に記述できる状態
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量子状態ベクトルとの関係 参考：状態ベクトルと密度行列の具体例
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密度行列の対角成分と出現確率

密度行列の対角成分

| ۧ𝜓 =

𝛼0
𝛼1

⋮
𝛼𝑛−1

純粋状態での量子状態ベクトル について、密度行列は

となる。したがって、純粋状態では密度行列の対角成分が標準基底で測定を行ったときにそれぞれの可能な

古典状態が出力される確率を表すことが確認できる

| ۧ𝜓
確率振幅の絶対値の二乗 ⇒ 出現確率 

(ボルン則)

*純粋状態: 1つの固有値が1であり、それ以外すべての固有値が0。1つの状態ベクトルでだけで完全に記述できる状態
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密度行列と純粋状態における量子ベクトルのグローバル位相

密度行列と量子状態

✓ グローバル位相だけが異なる2つの量子状態ベクトルについて、得られる量子状態は同一となる

（密度行列は完全に一致する）

したがって、任意の測定に対して完全に同一の確率分布を得る

⇒密度行列が量子状態の忠実な表現 (Faithful representation)を与える

(密度行列が量子状態の一意な表現を与える)

| ۧ𝜙 ⟨𝜙| = 𝑒𝑖𝜃 ۧ|𝜓 𝑒𝑖𝜃 ۧ|𝜓
†

= 𝑒𝑖(𝜃−𝜃)| ۧ𝜓 ⟨𝜓| =  | ۧ𝜓 ⟨𝜓|

| ۧ𝜙 = 𝑒𝑖𝜃 ۧ|𝜓

任意の実数 に対して、グローバル位相だけが異なる状態ベクトルを考える

グローバル位相の分だけ同じ量子状態ベクトルを無限通り書き表せてしまう

密度行列を考えると、以下等式よりグローバル位相が異なっていても密度行列は同一であることが分かる

𝜃

*純粋状態: 1つの固有値が1であり、それ以外すべての固有値が0。1つの状態ベクトルでだけで完全に記述できる状態
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II.量子状態ベクトルとの関係

3.まとめ
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まとめ

1. Introduction

2. 密度行列の基礎

I. 定義

 I-① 行列のトレース

 I-② 半正定値行列

 I-③ 密度行列の解釈

II. 量子状態ベクトルとの関係

3. まとめ

密度行列の基礎まとめ

トレースが1: Tr 𝜌 = 1
*状態の確率の総和が1である

半正定値であること
Positive semidefiniteness: 𝜌 ≥ 0

密度行列の要素と意味合い

𝜌 =

• 対角成分：標準基底で測定したときに各古典状態が出現する確率を示す (和は1)

• 非対角成分：行と列に対する2つの古典状態が、どの程度「量子的な重ね合わせ」に入っているか、

またそれらの間の相対位相もあらわす

密度行列の性質

⇒ 密度行列が量子情報の数学的構造全体を自然に導く

量子状態ベクトルと密度行列

𝜌 =  | ۧ𝜓 ⟨𝜓|
• 純粋状態での量子状態ベクトルψについて密度行列は次のように表される
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END

General formulation of quantum information
量子情報の一般的定式化
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